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Richiami
Ricordiamo la definizione di Punto di accumulazione.
Def. Sia A C R. Diciamo che xg € R & un punto di
accumulazione per A se in ogni intorno di xg cade almeno un
punto di A diverso da xp.
Se A =R, allora un qualsiasi punto xo € R (finito o infinito) & di
accumulazione per R.

mase A=N, L'unico punto di accumulazione per N & +o00
Ricordiamo che una successione € una funzione il cui dominio &

contenuto nell’'insieme dei numeri naturali:

a:N—-R: a:n—y=ap,

In conclusione, |'unico limite che possiamo calcolare sulle
successioni & per fif- 2
P ] ES
n— oo
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Classificazione di successioni

Una successione puo essere:
o CONVERGENTE se lim a, =/ con £ € R fi nito

n—oo

@ DIVERGENTE POSITIVAMENTE se lim a, = 400

n—oo
@ DIVERGENTE NEGATIVAMENTE se lim a, = —oc0
n—oo
o INDETERMINATA se A lim a,.
n—oo

Es. La successione

—1 n dispari
—(_1\" —
an = (1) { 1 nopar

€ indeterminata.
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Successioni convergenti

Def. La successione a: n— a,, definita per n > ng, tende al
limite £ € R (o converge al limite ¢ € R) e si scrive

lim a, =¢

n—oo
se

Ve >0 (e reale), In. € N: Yn>ng, n>n. = |a, — (| <e

oppure (secondo la terminologia degli intorni) se:

VI.(€), 3l (+00) : ¥n > ng, n€ I, (+0) = a, € ()

e
5

0.8 .
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cap3b.pdf 4

I
0 2 4 6 8 néo 12 14 16 18 20
n

(©Paola Gervasio - Analisi Matematica 1 - A.A. 11/12 Limiti di successioni



Def. Una successione convergente a £ = 0 si dice infinitesima.

1
Es. a, = —
n
1
lim — =0
n—oo N
Questa & una succ. infinitesima
n .
Es. a, = PR Si ha
li =
n|—>n<:o n+1
Questa € una succ. convergente
Es 4 — 3n° +1
ST Bp2 42
. 3 +1 3
M 2n 5
n—oo bn n i

Questa € una succ. convergente
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Successioni divergenti

Def. La successione a: n+— a, tende a +oo (o diverge a +00) e
si scrive
lim a, = 4+o0,
n—oo
se
VAcR,, dnaeN: Vn>ng, n>np=a,> A
oppure (secondo la terminologia degli intorni) se:

Via(+00), Fln,(+00) 1 Vn>ng, n € Ip,(+00) = a, € la(+00)

WIQ 80 °
Acol P
¢
40 . 1
* ° ’ 3 un?ﬁ;;
NI W 3 BS
1 2 3 4 6 7 8 9 10
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In maniera analoga si definisce una successione divergente a —oc.
Def. La successione a: n+ a, tende a —oo (o diverge a —oc0) e
si scrive

lim a, = —o0,
n—oo
se
VAcR,, dnpeN: Vn>ng, n>np=a, < —-A
oppure (secondo la terminologia degli intorni)

Via(—o0), Fln,(+00) : ¥Yn > ng, n € Ip,(+00) = a, € Ia(—00)

Es. a, = —log(n).
Jim (~ log(n)) = —ox,

Es. a, = —n.

lim (—n) = —o0, u"l_g;s

n—oo
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TEOREMI SUI LIMITI DI SUCCESSIONE

Valgono tutti i teoremi visti per i limiti di funzione, ovviamente
adattati alle successioni.

Teorema di unicita del limite. Una successione non pud avere pil
di un limite.

Teorema di permanenza del segno. Esista lim a, =¢ € R. Se
n—oo

£ > 0 allora esiste n € N tale che a, > 0 per ogni n > n.

Corollario al teorema di permanenza del segno. Esista
lim a, = ¢ € R. Se esiste n € N tale che a, > 0 per ogni n > 7,

n—oo

allora ¢ > 0.

un'gé
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TEOREMI SUI LIMITI DI SUCCESSIONE

Primo teorema del confronto Siano a, e b, due successioni ed
esistano lim a, =¢1 € Re lim b, =¥, € R. Se esiste n € N tale
n—oo

n—oo

che a, < b, per ogni n > n, allora {1 < ¢5.

Secondo teorema del confronto Siano a,, b, e ¢, tre successioni ed

esistano lim a, = lim ¢, = ¢ € R. Se esiste 7i € N tale che
n—oo n—TOO _ ) ) .
an < b, < ¢, per ogni n > n, allora esiste lim b, e |lim b, =/.
n—oo n—oo

Teorema dell'algebra dei limiti

un'gé
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Lemma di commutazione

(E il teorema di sostituzione applicato alle successioni)
Sia [a, b] un intervallo in R,

sia x, : N — [a, b] una successione di valori in [a, b],
sia f : [a, b] — R una funzione.

Se esiste lim x, = x* ed f & continua in x*

n—oo
allora

nll_)ngo f(xn) = 7"(n||_>r‘go xp) = F(x7)
Osservazione

Quando f & continua, f ed il limite commutano

Esempio lim sin(1/n%) = sin( lim 1/n?) =sin(0) = 0
n—oo n—oo ungé
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Alcune successioni fondamentali

a, = ¢ con ¢ numero reale costante. Converge a { = ¢
an, = n diverge positivamente

a, = n® diverge positivamente

a, = n% Va € RT diverge positivamente

a, =n“ Ya € R™ converge a / =0

anp = n! diverge positivamente

an, = n" diverge positivamente

ap=(—n)"=(—1)"-n" & indeterminata

successioni costruite a partire dalle funzioni elementari:
cos(n), sin(n), tan(n) sono indeterminate,
log(n), e", +/n divergono positivamente.
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Successione superiormente limitata

Def. Una successione a, si dice superiormente limitata se |'insieme
immagine im a, = {ap, n > ng} € un sottoinsieme di R
superiormente limitato.

Es.
100
meona, A=im a,={n—n? neN}
T 100 .'.. A= {0,0,—2,—6,—12,..,}
—20( ® . . SUp(A) — maX(A) — 0
30 .
0 5 1?1 15 20

M55
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Successione inferiormente limitata

Def. Una successione a, si dice inferiormente limitata se I'insieme
immagine im a, = {a,, n > ng} € un sottoinsieme di R
inferiormente limitato.

Es._ ]
2; A =im a, = {log(n), n € N;}
S Lt A ={0,0.693..,1.098.., ...}
i inf(A) = min(A) = 0
od
T
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Una successione si dice limitata

inferiormente limitata.

Esempio. Sia a, =

n—
n+2°

6 3
.

an
w

lge e e e e

0 10

20

h

40 50

60

se & sia superiormente che

n—2
A =i =< — N
mar= {72, neni)

inf(A) = min(A) = -1,
supA=T.

La successione & superiormente ed inferiormente limitata, quindi &

limitata.
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Limitatezza e convergenza

Teorema. Sia a, una successione convergente. Allora a, & limitata.

Dim. Sia {ap}n>n, € sia £ = lim a,. Per la definizione di limite:
- n—oo

Ve>03dn.: Yn>ng, n>n. = la,—¥| <e

se prendo € = 1, esiste n tale che Vn > n. si ha |a, — ¢| < 1.
Per la disuguaglianza triangolare si ha:

|an| = lan — 0+ 0] < lap — L]+ [{] <1+ |¢], Vn > ne.

Si pone M = max{|an,|, |ang+1l,---]an.|, 1+ €|}
Per come ho definito M si ha |a,| < M per ogni valore di n, sia
n < ng, sia n> n.. Quindi la successione & limitata. (J
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N.B. Il viceversa del precedente teorema non & vero, ovvero una
successione limitata non & detto che sia anche convergente.

Esempio. a, = (—1)" & limitata ma non & convergente.
Esempio. a, = sin(n), b, = cos(n) sono limitate ma non
convergenti.

Esempio. a, = arctan(n) & limitata e convergente.
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Corollario al secondo teorema del confronto

Sia a, una successione limitata e b, una successione infinitesima.
Allora la successione prodotto ¢, = a,b, € infinitesima.

. sin(n . . < g . N
Es. lim (n) = 0 percheé a, = sin(n) & limitata, b, = % &
. . M=o n
infinitesima.
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Successioni monotone

Def. Una successione si dice monotona crescente se

an+1 = an Vn > no,
si dice monotona decrescente se
ant1 < ap Vn > ng,
n )
Es. a, = ——, a, = n! sono monotone crescenti per n > ng = 0.
n+1
1.2 10°%
L)
il
L)
e ° 4
<08 o <107 .
(9] ° (3]
0.6 °
0.4 10} .
0.2r . '
0 1 2 4 ?7 6 10 1000 1 ; 3 4 ?7 6 7 8 9 10 lm}f;
Bs
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1 n+1 .
Es. a,=—, ap, = sono monotone decrescenti per
n n
n>nyg=1.
1.4 2.4
1.2 2.2
1 2r e
0.8 1.8~
5 0.6 S L1E .
0.4 Py 1.4 .
0.2 1.2 e
. .
[0} 1]
-0.2 0.8
1 2 3 4 ?7 6 7 8 9 10 1 2 3 4 ?7 6 7 8 9 10
0 — 1 n+1
n — — =
n " n
(-1)" o
Es. a, = ———, a, = cos(n) non sono monotone crescenti, né
n

monotone decrescenti. “"E’é
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Limite di successioni monotone

Teorema Sia {a,} una successione monotona, allora essa &
convergente o divergente (non pud essere indeterminata).

In particolare:
se {a,} & monotona crescente, = lim a, = sup a,

n—oo ’72”0
mentre:
se {a,} & monotona decrescente, = lim a, = inf a,
n—oo n>ng

T~

i
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Osservazione:
inf a, = min a, = ap,

N n>n, n>ny
se {ap} & monotona crescente = = iy
sup a, = lim a,
n>no n—o0
Es. a,=n>+3=1{3,4,7,12,...}.
inf a, =mina, =ay; =3 supa, = lim a, = +oc.
n>0 n>0 n>0 n—oo
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N n>ng
Se {an} € monotona decrescente = -

Es. a, =

inf a,= lim a,=0
n>1 n—00
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inf a,= lim a,

n—00
Sup a, = maxa, = an,
n>ng nzno

21,25 L
32

supa, =

maxa, = a; = 2.
n>1 nz1
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Il numero e di Nepero.
n

Sia a, = <1+1>
n

n an
1 2.00000000 3
50  2.69158803...
100 2.70481383... 28 — ~
150  2.70927591... ) TR AR S R R
200 2.71151712... <26 o
250 2.71286512... @
300 2.71376516... 24
350 2.71440871...
400 2.71489174... ’a
450 2.71526765...
500 2.71556852...

550 2.71581477... A%1 a1 61 81 #Jl 121 141 161 181
10000 2.71814592..

E’ possibile dimostrare che a,, & strettamente crescente e che &
superiormente limitata (dimostrazione lunga e con molti conti).
Con queste ipotesi, il teorema precedente assicura che la

successione a, ha limite (ovvero a, & convergente) e si definisce

. 1\" 1\" un'f;
e=1Ilm (1+—-) =sup(l+— Bs
n—o0 n n>1 n
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Principio di induzione

Sia ng € N e sia P(n) un predicato definito per ogni numero
naturale n > ng. Supponiamo che siano verificate le seguenti due
condizioni:

1.- P(ng) & vera

2.-Vne Ncon n> ng, se P(n) & vera allora P(n+ 1) & vera
(P(n) = P(n+1)).

Allora P(n) & vera Yn € N con n > ng.

(si veda la voce “Principio di induzione” alla pagina web

http://calvino.polito.it/canuto-tabacco/analisi_1/top-terza.htm
gestita dagli autori del libro di testo Canuto-Tabacco.)
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La disuguaglianza di Bernoulli

(1+r">1+m VneNereR".

Dimostrazione. Applichiamo il principio di induzione con
Pn)="(1+r)">1+rm.

Verifichiamo le ipotesi del Principio di induzione con ny = 0.
1-P0O) =" (1+r)°=1>1+4r-0=1" (vera)

2.- Supponiamo P(n) =" (1 + r)” > 1+ rn’ vera, vediamo se &
vera anche P(n+1) =" (1 + r)"1 > 1+ r(n+ 1)

Abbiamo: (1 +r)"™t = (1+r)- (14 r)" > (poiché P(n) & vera)
(L+r)(L+m)=1+4r(n+1)+r’>n>1+r(n+ 1) ovvero,
Pn+1)=" 1+ >1+r(n+1).

Siccome entrambe le ipotesi del Principio di induzione sono vere,
allora segue immediatamente la tesi, cioé:

(L4+r">1+rn, VneN. “"g’é
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La successione geometrica

Sia g € R. La successione geometrica ¢ a, = q" .

Teorema
0 selgl<1l(-1<g<1)
lim o — 1 seq=1
n—00 q9 400 seqg>1
non esiste se g < —1
Esempio
n 2 (0.5)" (—2)" (—0.5)"
0 1 1 41 +1
1 2 0.5 2 —0.5
2 4 0.25 14 10.25
3 8 0.125 -8 ~0.125
4 16 0.0625 116 10.0625
10 1024  0.00097656  +1024  +0.00097656
11 2048 0.00048828 ~2048 ~0.00048828
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Dimostrazione di lim g”
Caso 1 g > 1. Posso scrivere g =1+ r con r > 0. Per la
disuguaglianza di Bernoulli si ha: ¢" = (14 r)" > 1+ rn.
Pongo: b, = q" e a, = 1+ rn e osservo (grazie all'algebra dei
limiti) che nI|_>n(‘|>o ap = +00.
Applico il primo teorema del confronto e quindi anche
lim b, = +oc.

n—oo

Caso 2 0 < g < 1. Posso scrivere g = 1/p con p > 1. Abbiamo:

1 n
lim ¢” = lim —> = (per le propr. delle potenze)

n—oo n—o0 p

= lim — = (per I'algebra dei limiti)

= — = (per il Caso 1 di questo teorema)
=—=0 ungé
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Caso 3 —1 < g < 0. Posso scrivere g = —|q|, ora 0 < |q| < 1.
Quindi, dal Caso 2 di questo teorema lim |g|" =0, ovvero |g|" &
n—oo

infinitesima. Si ha:

lim q" = lim (—|q|)" = (per le propr. delle potenze)
n—oo n—oo
= lim (—1)"|qg|" = (succ. limitata per infinitesima)
n—oo
=0
Caso 4 g < —1. Posso scrivere g = —|q|, ora |q| > 1. Quindi, dal

Caso 1 di questo teorema lim |g|" = +oc0. Si ha:
n—oo

lim ¢" = lim (—|q])" = (per le propr. delle potenze)
n—oo n—oo
= lim (—1)"|q|" = (succ. limitata per divergente)
n—oo
=A

Casobg=1,g=0eqg=-1

im 1= lim 1=1, lim 0"= lim 0=0, lim (—1)" =A. “"Es

n—oo n—oo n—oo n—oo
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Ordini di infinito

Siano a, e b, due successioni divergenti. Si ha

5 00 ap ha ordine di infinito > di quello di b,
lim 22 ={ ¢eR, £#0 a,e b, hanno lo stesso ordine di infinito
7o Pn 0 a, ha ordine di infinito < di quello di b,

Esempi notevoli. - n” ha ordine di infinito maggiore di n!, infatti si
n

dimostra che lim o 400,
n—oo nl
- n® ha ordine di infinito maggiore di n® per ogni a > 3 > 0, si ha
nOt
che lim — = lim n®? = 4+
n—oo nﬁ n—o00
- n ha ordine di infinito maggiore di log(n), si dimostra che che
_ n _ . log(n)
lim —— = 400, 0 equivalentemente lim ——= =0
n— 00 Iog(n) n—oo N
| B i
- pit in generale: lim M =0,Va,8 eRT =
n—oo n%
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Confronto riassuntivo sugli ordini di infinito

Le seguenti successioni sono ordinate, in ordine crescente, da
sinistra a destra riguardo al loro ordine di infinito.

(logn)® | n* | q" |nl|n"
3>0) [(@>0)|g>1] |

10°

¢ . * log(n)
vyn
* = "
4 - * nl
10 | .
Onn
|
oo . * u
102’ * . ¥
¢ u v vv?’
1 v
¢ . vv'v
ﬁ':v PR I I
0;;'¥.oo°°...
10" | :.o S
. i =~
10° 10' 10° Bs
n
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Dal teorema di sostituzione

Vale la seguente identita:

b .
(a,,)b” _ elog(an) n_ eb,, log aj,

Notazione: exp(n) = e”

1 I
17 — e (lg17) = xp Sy 1og ) = 0 (°57)

Quindi

. 2 . log n . logn
lim n¥/™ = lim exp (%) = exp < lim g2 > =l =1
n—oo n— oo n n—oo N
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Esercizi

lim /n=

n—oo
lim V27 +3" =
n—oo

nl/m _1

lim — =
0o 2112 - log(n+7)
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Ordini di infinitesimo

Siano a, e b, due successioni infinitesime. Si ha

5 0 an ha ordine di infinitesimo > di quello di b
lim =2 ={ ¢€R, {#0 a,e b, hanno lo stesso ordine di infinitesim
o On 00 an ha ordine di infinitesimo < di quello di b

Esempi notevoli.
- a, = (1/2)" ha ordine di infinitesimo maggiore di b, = 1/n,

1/2)"
infatti si ha che lim u = lim o 0
n— o0 ]_/n n—oo 2N
- a, = 1/n ha ordine di infinitesimo minore di b, = 1/n?, infatti si
. an . 1/n .o .
ha che Iim — = |im = lim — = |lim n= 400,
n—oo b, n—o0 ]_/n2 n—oo n n—oo

- ap = sin(1/n) ha ordine di infinitesimo uguale a b, = 1/n, infatti
_ . ap . sin(l/n) _ B e
si ha che n||_)rrgo b nll_)ngo n n||_)rrgo nsin(l/n) =1 55
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Sottosuccessioni

Def. Data una successione {a,}, chiamiamo sottosuccessione di
{an} ogni successione estratta da questa, ossia ogni successione del
tipo {ap, } con k =0, ..., 00, dove {ny} & una successione
monotona strettamente crescente di valori in N (n, : N — N, tale
che ng : k — nk).

. n N
Esempio 1. a, = ? con n>0. ng =2k, con k>0 (ng ¢ la
n
successione dei soli numeri pari).
Ottengo la sottosuccessione:

-1
Mk con n =2k e k > 0.
ne+3

dn, =
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. n—1 ne—1
Esempio 1. a, = —— e a,, = —— con nx = 2k
n+3 ng+3
1 1
0.8 0.8 Joecee?
o @ ° o L4 °
0.6 Soe® 0.6 *
< 0.4 ° < 0.4
T ° a °
02 o 02 e
of o of o
-0.2 -0.2
j j j ° an A [ an, con n =2k
04 5 10 15 20 10 15
n n

{an} ={a0,a1,a2,a3,....}
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Sottosuccessioni

n—2
Esempio 2. a, = (—1)”’7"7_1_2, con n > 0.

7nk -2
an, = ———=, perng=2k+1
ny + 2
7nk -2 ok
an, = ———~ per n, =
k ny + 2’
3 se e e e . 6| . o LR S S
a 4 L]
N L]
2 2
< < ® ap , ng=2k+1
T 0 * dn | T o -a::,nk:2k
oL ol ®
—4 -4 [
. ° .
6 % e e e 4§ -6 e elgigigy
0 5 10 n 15 x 0 5 B 15 20

T~

i€
i
Ho estratto da a, due sottosuccessioni.
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Osservazione. Da una successione a, posso estrarre infinite
sottosuccessioni.

Teorema. Se una successione {a,} & convergente e lim a, =/,
n—oo
allora ogni sottosuccessione estratta da a, converge ad ¢, ovvero

lim a, =/, per ogni ng.
k—o00

Es. Si veda I'Esempio 1.

Teorema. Se da una successione a,, estraggo due sottosuccessioni
che convergono a due limiti diversi, allora a, & indeterminata,
ovvero

A lim a,.
n—oo

Es. Si veda I'Esempio 2. Per ny = 2k, limy_,oc an, = +7. Per

ne =2k + 1, limy_,o an, = —7, quindi /Enh_)rrgo an. ""Efs
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Teorema (di Bolzano - Weierstrass).
Da ogni successione limitata si pud estrarre una sottosuccessione

convergente.

Es. Si veda I'Esempio 2. a, é limitata, si hainfa, = -7 e
supa, = 1.

Abbiamo gia trovato due sottosuccessioni di a, che sono
convergenti.

[ee]

6 o o e ° o o
a4t .
[ )
2,
IS ® an,, ng = 2k +1
© 0 ° an , ng = 2k
-2t °
_4, [ )
® L ]
-6 8 e ey .
o ; ; ; .{“
N unis=
0 5 10 15 20 ‘33
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Successioni di Cauchy

Def. Una successione {a,}n>n, € di Cauchy se:

Ve >0 dn. e N:

9

Yn,m>ng, nnm>n. = |a,— am| <e.

st

7t

vV

an

vYYVVVVY
yvvvY
vvv

VYVVVVVVVVV

10

N.B. La def. di succ. di Cauchy non pu0 essere data con la

terminologia degli intorni

(©Paola Gervasio - Analisi Matematica 1 - A.A. 11/12

20 25

n

15

Sottosuccessioni

30 35 40

cap3b.pdf 39



Il criterio di Cauchy

Teorema In R ogni successione convergente & una successione di
Cauchy ed ogni successione di Cauchy & convergente.

N.B. Questo teorema non vale in tutti gli insiemi numerici. Ad
esempio in Q non vale.
Esempio Sia a, = (1 + %)
Vn €N, a, € Q. Inoltre si riesce a dimostrare che a, € una
successione di Cauchy.

Abbiamo visto che lim a, = e € R, ma e € Q, cioé a, &€ una
n—oQo

successione di valori in @, &€ di Cauchy in Q, ma non & convergente
in Q.

an € una successione di valori in R, & di Cauchy in R ed &
convergente in R.

n
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Riferimenti Bibliografici: Canuto-Tabacco, pagg. 68-74, 142-143,;

Esercizi: Studiare il comportamento delle seguenti successioni

(monotona crescente, decrescente, oscillante), calcolarne inf, sup,

max e min e lim ay,:

n—oo
3n—4 n? 41
=5 A= s
2n+1 n? —3n+2
n3
ap = ap = arctan(n)

ap = log(n), a,=sinn

n+7 (—=1)"
apn=-——= ap=-—"—
8n+2 o n
Calcolare i seguenti limiti.
7n?+n n" - nl

l : —
oo n+sin(nl)  (n+2)7 - (n+ 1)
lim n"t1 4 7n!

n—oo (n+ 2)" - (7n + sin(n))
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