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Programma

Scopo del corso: studiare le proprieta degli spazi di funzioni, che sono degli
spazi vettoriali di dimensione infinita.

1.

2.

3.

Riccarda Rossi

Richiami sugli spazi vettoriali;
esempi di sp. vett. di dimensione finita & infinita

proprieta topologiche degli sp. vett., valide in dimensione finita e NON
in dimensione infinita

motivazioni per |'analisi funzionale

spazi topologici

. spazi metrici
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Spazi vettoriali

Definizione di spazio vettoriale
Sia V un insieme (non vuoto). Diciamo che V' & uno spazio vettoriale (sul
campo R) se su V sono definite due operazioni:
somma: + : VxV >V

V(v,w)eVxV (v,w)—v+w
prodotto per uno scalare: - : Rx V —» V
VLV)ERXV (Aw)—A-v
che godono delle seguenti proprieta:
1. Vu,v,weV (u+v)+w=u+(v+w)

.310eVVvveV: 04+v=v+0=v
. VveViIlweV: v4+w=w+v=0

2
3
4. Yu,veV u+v=v+u
5. Vu,veV, VAN keR

AMu+v)=Au+ Ay,

A+ Ku=Au+ku
6. VN, keR, VveV (Xk)-v=2X-(kv)
7.YVveV 1l.v=v
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Spazi vettoriali

Applicazioni lineari (1)

Definizione
Siano V/, W due sp. vettoriali. Un’applicazione L : V — W si dice lineare se

Vv,weV, VAN keR: L(Au+ kv) = AL(u) + kL(v).

e Sia L: V — W un'applicazione lineare. Allora

L(0v) = Ow
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Spazi vettoriali

Applicazioni lineari (I1)

e Sia V uno sp. vettoriale e L : V — R un’applicazione (lineare): per L
useremo il termine funzionale (lineare).

e Siano V, W due sp. vettoriali. Un'applicazione lineare L : V — W si dice
isomorfismo se L & invertibile: allora gli spazi V e W si dicono isomorfi.
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Spazi vettoriali

Dimensione di uno spazio vettoriale (I)

Definizione
Sia V uno sp. vett. Diciamo che V ha dimensione finita n (scrivendo

dim(V) = n), se
V ha una base finita di n elementi {v1, va, ..., vo}

cioe
> i vettori vi, v2, ..., v, € V sono linearmente indipendenti

> la n-upla {v1, v, ..., vo} costituisce un sistema di generatori per V
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Spazi vettoriali

Dimensione di uno spazio vettoriale (Il)

e La nozione di dimensione finita (uguale a n) & ben definita: se V possiede
due basi (=sistemi di generatori linearmente indipendenti)

{vi, v, ..., va} e {wi, wo, ..., Wm}

allora n = m.

e Sia V uno sp. vett. Diciamo che V ha dimensione finita se non ammette
alcuna base finita, e scriviamo dim(V) = co.

Riccarda Rossi Lezione 1

An funzionale



Esempi e motivazioni

Esempi (1)

Sia V uno sp. vett. di dimensione finita n € N. Allora

V & isomorfo a R”
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Esempi e motivazioni

Esempi (1)

Consideriamo I'insieme

oo
' := { successioni {a,}nen C R : Z |an| < oo}

n=1

e (' & uno sp. vett. con le operazioni:

somma:
v{an}m {bn}n € ‘617 {an}n + {bn}n = {an + bn}n

prodotto per uno scalare:

V{an}n €L, YAER X-{an}n:={Nan}n
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Esempi e motivazioni

/! ha dimensione infinita

In £* esistono infiniti vettori linearmente indipendenti: sono le successioni

e =1{1,0,0,0,...},
e =1{0,1,0,0,...},

e,=1{0,0,0,0,n,...}
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Esempi e motivazioni

Esempi (1)

Consideriamo l'insieme di funzioni
C°([0,2x]) := {f : [0,27] = R : f & continua su [0, 27]}

o C°([0,27]) & uno sp. vett. con le operazioni:

somma:

vV, geC’[0,2n]), (f+g)(x):=f(x)+g(x), xel0,27]

prodotto per uno scalare:
VfeC’o,27]), YAER (A-f)(x) = A(x), x € [0,2n].
e C°([0,27]) ha dimensione infinita: le funzioni
1, sin(x), cos(x), sin(2x), cos(2x), ..., sin(nx), cos(nx), ...

costituisono un sistema di infiniti vettori linearmente indipendenti in
C°([o, 2x]).
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Esempi e motivazioni

Ricapitoliamo

» V con dim(V) =R"
» /1

» C°([0,27])
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Esempi e motivazioni

Motivazioni per la topologia e I'analisi funzionale

& Alcune proprieta degli sp. vett. di dimensione finita, che non valgono in sp.
vett. di dimensione infinita:

» continuita di funzionali lineari

> proprieta di “compattezza”
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Esempi e motivazioni

Continuita di funzionali lineari (1)

Siano V uno sp. vett. con dim(V)=ne L: V — R un funzionale lineare.
Allora L & continuo su V.
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Esempi e motivazioni

Continuita di funzionali lineari (I1)

Dimostriamo che L : R" — R lineare & continuo in ogni xop € R".

e Se V ha dimensione infinitae L : V — R & un funzionale lineare, & in
generale falso che L sia continuo.
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Esempi e motivazioni

Proprieta di “compattezza”

Siano V uno sp. vett. con dim(V) = n. Allora ogni successione limitata di V
ammette una sottosuccessione convergente.
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Esempi e motivazioni

Problemi di fondo (1)

» Che cosa significa che un funzionale (definito su uno spazio di dimensione
infinita) & continuo??

» Che cosa significa che una successione (in uno spazio di dimensione
infinita) & convergente?
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Esempi e motivazioni

Problemi di fondo (1)

> nozioni di convergenza in spazi funzionali

> la nozione di continuita di applicazioni & strettamente legata alla nozione
di convergenza di succcessioni
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Esempi e motivazioni

Discussione euristica sulla nozione di continuita
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Spazi topologici

Panoramica

1. concetto di spazio topologico:

insieme dotato di una topologia = sistema di intorni

2. esempi
3. spazi metrici

4. spazi normati
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Spazi topologici

Definizione di spazio topologico

Sia X un insieme (non vuoto).

e Chiamiamo spazio topologico una coppia (X,J), con

J: X =28
Vx € X x IJ(x)=famiglia di sottoinsiemi / di X

in modo che valgano le seguenti proprieta:
1. Vxe X, VIeI(x)sihaxel

2.VxeX,VIeIx)eVY CXconY DI, sihaYeI(x)
3. Vxe X, VI, I'eI(x)sihalnl eI(x)

4. Vxe X, VI€I(x)Ihe€I(x)taleche Iy C 1 e lp € I(y) per ogni y € k.
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Spazi topologici

Non unicita della topologia

Su X insieme non vuoto & in generale possibile assegnare almeno due diverse
topologie.

La topologia banale

La topologia discreta
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Spazi topologici

Topologie su R”

> La topologia banale
» La topologia discreta

> La topologia euclidea
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Spazi topologici

Confronto fra topologie

N

Sia X un insieme (non vuoto) dotato di due topologie J' e J”. Diciamo che J' &
meno fine di 3" (0 7" & pit fine di '), se
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Spazi metrici

Definizione
Sia X un insieme (non vuoto): chiamiamo metrica (o distanza) su X una
funzione d : X x X — R verificante le seguenti condizioni
d(x,y) >0 Vx,yeX
dx,y)=0 & x=y Vx,yeX
d(x,y)=d(y,x) VYVx,yeX
d(x,z) < d(x,y)+d(y,z) Vx,y,zeX

Dati x, y € X, chiamiamo distanza di x da y il numero d(x,y), e spazio
metrico la coppia (X, d).
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zi metrici

Osservazioni
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Spazi topologici metrizzabili

e Sia X un insieme non vuoto. In generale su X & possibile definire diverse
metriche.

Non sempre metriche diverse danno luogo a topologie diverse.

Definizione
Sia X # () dotato di due metriche di e d». Diciamo che d; e d» sono
topologicamente equivalenti se esse inducono su X la stessa topologia.
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Metriche topologicamente equivalenti

Teorema
Sia X # ) dotato di due metriche di e d». Si ha che d; e d» sono
topologicamente equivalenti se e solo se per ogni x € X vale che

Vn>0 In>0: B2(x)C B(x), (1)
V>0 3In>0: Bo(x)C B2(x).

Osservazione: condizione sufficiente affinché valga (1) & che
3G, G>0Vx, ye X : di(x,y) < Gda(x,y), da(x,y) < Gdi(x,y)

cioé le metriche di e d» sono equivalenti.
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Esempio

Sia X # 0. Allora la funzione d : X x X — [0, +00) data da

d(x,y) = 0 sex=y,
V)= 1 sex#y,

» & una distanza su X

» induce la topologia discreta su X
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Topologia euclidea su R" (1)

e La topologia euclidea su R" & indotta dalla metrica euclidea

n

1/2
h(X,Y) = <Z |xi — y,-|2> VX, Y eR"

i=1

e Su R" sono definite le infinite metriche dp, con p e R, 1 < p < o0
WX, V)= (Sl lx—yl)"” VX, Y ER" sel<p< oo,

do(X, V)= max{|xi—yi| : i=1,....,n} VX, Y €R” sep=cc.
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Topologia euclidea su R” (1)

Le metriche d, sono tutte topologicamente equivalenti, e quindi inducono tutte
la topologia euclidea.
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