Esercizi sulla formula per la derivazione
della composizione di campi vettoriali

Richiami di teoria. Siano n, m € N, n, m > 1, e sia
—
F:ACR" —=R™ un campo vettoriale
(con A C R™ insieme aperto), quindi
= — —
Fx)=F(x)i1+...+ Fp(x)in,=F(z),...,Fn(z)) VeeACR"

e chiamiamo funzioni componenti i campi scalari F, : ACR" - R, con k=1,...,m.
—
Ricordiamo che F' : A C R™ — R™ ¢ differenziabile in zg € A se e solo se per ogni k = 1,...,m le
funzioni F}, sono differenziabili (nel senso dei campi scalari) in . Allora sono ben definiti i vettori gradienti

OF OFy,
VFy(xo) = <axf(xo), ce ('?x:(xo)> perogni k=1,...,m.
La matrice m x n di m righe e n colonne
VF (o) G (z0) .. it (o)
I3 (w0) = s =\
VEn(zo) %Z’f (o) ... %Z:’ (o)

— —
si chiama matrice jacobiana di F' in zg e contiene tutte le “informazioni differenziali” su F' in xq.

Derivazione della funzione composta. Siano p, n, m > 1 e siano dati

G:ACRF 5 R" A C R? aperto, F:BCR"—R™ B C R" aperto,
tali che im(a) C B. Quindi ¢ definito il campo vettoriale
- =
FoG:ACRP—-R™.
Sia g € A e supponiamo che

e G sia differenziabile in o = Jg(20)

— — —
e [ sia differenziabile in G (v0) = Jz(G (20)).

- =
Allora, F' o G ¢ differenziabile in xg e

J

- Jg(zo) ove - prodotto di matrici.
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Osservazioni:

e ¢ la generalizzazione della formula per la derivazione della composizione di funzioni di variabile reale,
a valori in R:

(fog)(x0) = f'(9(20))g (x0)



e il prodotto matriciale & ben definito perché

J

(z9) matrice n X p

Ql

-
J%(G (20)) matrice m x n
quindi ricordando
(mxn)-(nxp)=mxp

otteniamo che
Jz.5(x0) matrice m x p

come deve essere perché
- =
FoG:ACR! - R™

- =
e ora abbandoniamo la notazione GG, F' per trattare in modo unificato campi scalari e vettoriali..

Esercizio 1. Date

3

G:R—R, Ga):=sin(x), F:R-R, F(y)= ( arctan(y) )

calcolare
Jrog(x) Ve dom(FoG)=R.

Svolgimento. Osserviamo che Jpog(x) & ben definito per ogni © € R perché

e (G ¢ differenziabile su R e
Jo(z) =G () =cos(z) ER Vz R,

e F (con funz. componenti F;(y) = y> e Fy(y) = arctan(y)) ¢ differenziabile su R e

2

C(Fw )\ _ [ Y

Siccome F o G : R — R?, mi aspetto che Jroc(z) sia matrice 2 x 1, cio¢ un vettore colonna di R2.

In effetti per ogni x € R

3sin?(z) 3sin?(z) cos(x)
Jroc(z) =Jp(G(2)) - Jo(z) = G'(2)Jp(G(x)) = cos(z) 1 = cos(z) Vz eR.
1+ sin?(z) 1 + sin?(z)

Esercizio 2. Date
G:R* =R, G(x1,29) := sin(z] x2), F:R—R, Fly)=y*+y°

calcolare
Jrog(r1,22) VY (21,29) € dom(F o G) = R,




Svolgimento. Osserviamo che Jpog(21,x2) € ben definito per ogni (z1,z2) € R perché

e G ¢ differenziabile su R? e per ogni (21, 72) € R?
Ja(z1,22) = VG(21,22) = (23:1962 Cos(xfacg), x% cos(x%xg)) € R?,

e [ ¢ differenziabile su R e

Jr(y) =F'(y) =2y+3y> VyeR.

Siccome F o G : R? — R, mi aspetto che Jpog(z) sia matrice 1 x 2, cio¢ un vettore riga di R? (il vettore
gradiente!). In effetti per ogni (21, 15) € R?

V(F o G)(x1,72) = Jpog(x1,22) = F'(G(21,22))VG(21, 72)

=(2sin(x?xs) + 3sin’ (27 29)) (22129 cos(x%@))?l

+ (2sin(2?29) + 3sin’®(2? zo))2? cos(xf:ng)_i)g

= (2sin(z7z2) + 3sin® (2 22)) - (22122 cos(aiz2), 27 cos(272))

Esercizio 3. Date

9 3 - — -
G:R°—>R° Gxy,ma):=x2i1+T1i2+22173
(1) 3 ) - 277
F:R>—=R% F(y1,92,¥3) =V1Y2i1+y3 %2
calcolare
Jroa(z1,22) YV (21,22) € dom(F o G) = R2.
Svolgimento.

Osserviamo che Jrog(71,T2) & ben definito per ogni (21, 72) € R? perché

e G = (G1,Go,G3) & differenziabile su R? e per ogni (21, z2) € R?

VGi(x1,x2) 0 1
‘]G(xlvxZ) = VGQ(xl,J)Q) = 1 0
VGs(z1,x2) 0 1

e [ ¢ differenziabile su R?® e per ogni (y1,y2,y3) € R3

_( VFi(y1,92,93) \ _( v2 y1r O
JF(yl’y2’y3)_<VFg(yl,yg,yg) = 0 0 2y

Siccome F oG : R? — R2, mi aspetto che Jpoq (21, 72) sia una matrice 2 x 2. In effetti per ogni (21, 72) € R?

Jroq(z1,22) = Jp(G(x1,22)) - Ja(z1

X1 To O .
0 0 2£82

(- prodotto matriciale)

_ T2 I
- 0 2352

,.’Eg)
0 1
1 0
0 1

Esercizio assegnato. Date G e F come in (1), calcolare Jgor (y1,%2,¥3) per ogni (y1,y2,y3) € R3 (si noti
che sara una matrice 3 x 3).




