Foglio di esercizi sulla trasformata di Fourier!

Ricordare la notazione exp(y) = €Y e inoltre che, dato un insieme misurabile A C R¥ si denota
con il simbolo x4 la funzione caratteristica di A

1 sexeA,
xa(@) =

0 sex¢ A,

e che H : R — [0, 400) denota la funzione di Heaviside

H(z) 1 sex >0,
€Tr) =
0 sex<0.

Esercizi.

1. Calcolare la trasformata di Fourier delle funzioni

ui(z) = H(—x)e", ug(z) = e~ 1?1, reR.
2. Dato un numero reale a > 0, si calcoli la trasformata di Fourier della funzione

u1(z) = X(-an)(@), xER.

Verificare il risultato ottenuto partendo dalla trasformata di Fourier della funzione ug(z) =
X(,Ll)(a?), ottenendo u1 da wg tramite un opportuno cambiamento di variabile, e infine ap-
plicando le formule che legano la trasformata di Fourier e 'operazione di omotetia.

3. A partire dalle trasformate di Fourier delle funzioni ug(z) = H(z)e™™ e ui(z) = H(—x)e",
applicando opportunamente le formule note calcolare le trasformate di Fourier di

ug(z) = xH(x)e ™, uz(z) = (z — 2)H(x)e 32,
ug(x) = zH(x —2)e 32, us(z) = (=2 — x)H(—x)e3?, reR.

4. Ricordando che la trasformata di Fourier della funzione

1

=112 TER

¢ la funzione

Fu)(€) =mell,  ¢eR,

e usando le formule che legano la trasformata di Fourier e le operazioni di traslazione/omotetia,
calcolare le trasformate di Fourier delle funzioni

1 1

= = R.
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Usando le formule che legano trasformata di Fourier e derivazione, calcolare la trasformata
di Fourier di

2
. Calcolare la trasformata di Fourier di
1
Dedurre il valore dell’integrale
+oo 1
———dx.
/0 (1+22)?
Suggerimento: osservare che
1 1 x?

zeR.

1+222 1+22 (142272

Usando (per v e w), le formule che legano trasformata di Fourier e derivazione, e usando per z
le formule che legano trasformata di Fourier e traslazione, calcolare la trasformata di Fourier
delle funzioni

v(x) = xexp(—mz?), w(z) = 222 exp(—m2z?), 2(z) = e @)% reR
. Calcolare la trasformata di Fourier delle funzioni
uy () = (2t — 4)e 18t up(t) = sin(t)te ™,  teR.

Suggerimento: per il calcolo di F(uy), “completare il quadrato” all’esponente di exp(-); per
il calcolo di F(us), esprimere sin mediante funzioni esponenziali.

. Calcolare i seguenti integrali

+o0 5 +o0
/ cos(2mx)e ™ dx, / e ™ dx .
0 0

Suggerimento: per il primo integrale, calcolare F (cos(27r:c)e_”2) e poi il valore
F(cos(2mz)e~™)(0)..; procedere analogamente per il secondo integrale.

Usando il teorema di Plancherel, calcolare
x
1+ 22

12R)

Verificare il risultato ottenuto sulla base dell’esercizio 5.



