Esercizi svolti su serie di Fourier

Esercizio 1. (Onda quadra). Determinare i coefficienti di Fourier della funzione

{1 z €10,m)

J@) = 0 ze€[m2m)

prolungata a una funzione 27-periodica su R (d’ora in poi denoteremo con lo stesso simbolo f estensione
periodica a tutto R di una funzione f definita su un intervallo limitato).

Svolgimento. Siha
1 2m 2m 1 T
ag = — (z)dz=1 e a,=— (x) cos(nz) dx = 7/ cos(nx)dx =0 per n > 1.
T Jo T Jo T Jo
Invece si ha

by = 1/02”f(x>sm(m>dx 1/0Wsin(nx)dx (COS(”W) N 1> _ 1yt

™ ™ n n

da cui

nm

2 gen e dispari
b, =

0 sen e pari.

Quindi la serie di Fourier associata a f ¢

1+2 EOO L (2n+1)x)
= — sin n Z).
2 w1

Esercizio 2. (Onda quadra IT).

1. Sia A > 0. Determinare i coefficienti di Fourier della funzione

o) = {A xz € 1[0,m)

0 xe€lm2m)

prolungata per periodicita (di periodo 27) a R.

2. Sia A > 0. Sviluppare in serie di Fourier

prolungata per periodicita (di periodo 27) a R.

3. Sia A > 0. Sviluppare in serie di Fourier

A ze€[0,m)
—A z€m2nm)

prolungata per periodicita (di periodo 27) a R.




Svolgimento.

Parte 1. Notiamo che che g(z) = Af(x), dove f & 'onda quadra dell’Esercizio 1. Per la linearita dei
coefficienti di Fourier, la serie associata a g e

1 2<% 1 A 24 1
Al=+2= in((2n + 1 =4+ = in((2n + 1)z).
<2+7r”z::02n+1sm(( ne m) 5 T n=02n+1sm(( n+1)z)

Parte 2. Notiamo che h(z) = g(x) — A, dove g & 'onda della parte precendente dell’esercizio. Per linearita,
la serie di Fourier di h &

Z Fourier(h) = Z Fourier(g) — Z Fourier(c)

con ¢ funzione costante ¢(x) = A. Poiché ¢ ¢ un particolare polinomio trigonometrico (di ordine 0), la
sua serie di Fourier coincide con c stessa: dunque tutti i coefficienti sono nulli tranne

ap =24 = c(ac):%:AVaceR.

Concludiamo che la serie associata a h &

A 24 1 A 24 1
ial sin((2n + 1)z) — A= —3 + — 24 sin((2n + 1)x).

2Jr ™ 2n+1
n=0

Parte 3. La funzione j si ottiene sommando le funzioni g e h dei punti precedenti. Quindi la serie di Fourier
associata a j ¢ la somma delle serie di Fourier di g e h, cioe
4A &
us 2n+1
n

sin((2n + 1)x).

Esercizio 3. Sviluppare in serie di Fourier

f(z) =2+ sinz + 3cos(2x).

Svolgimento. Notare che f & un polinomio trigonometrico. Quindi confrontando

+oo
2+ sinx + 3cos(2z) = % + Z ap, cos(nz) + by, sin(nx)

n=0
ottengo
4 sen=0,
1 sen=1,
ap =43 sen=2, b, = . .
. . 0 altrimenti.
0 altrimenti,
Esercizio 4. Sviluppare in serie di Fourier
3 sexel0,n]
fz) =
1 seze(m2m),

estesa periodicamente a R. Discutere inoltre convergenza puntuale e uniforme sugli intervalli [0,27] e
[w/4,m/3]. Scrivere la serie numerica associata alla convergenza puntuale in z = 7/2.




Svolgimento. Notiamo che
f(x) =2+4g(x)

dove g € un’onda quadra di coefficiente A = 1, cioe

g(x):{l se x € [0, 7]

-1 sex € (m2m).

Dunque la serie di Fourier associata e

sin((2k + 1)x)
ta Z k1

1. La serie converge puntualmente per ogni z € [0,27) a

3 perz e (0,m)
1 per z € (m,2m)

2 sex=0,m 2.

in effetti " _ 1
2:f(0)‘£f(0):3; e idem in z = 7, 27.

La convergenza non pud essere uniforme perché il limite ¢ discontinuo. Sull’intervallo [7/4,7/3] la

convergenza ¢ uniforme essendo f di classe C! su tale intervallo.

2. Per x = §, la serie converge a f(7/2) = 3: dunque si ha

sin((2k + 1) %)

*Z 1 L

Ma
sin <(2k i 1)7T) = ! e k ? p.ari .= (_1)k
2 —1 se k ¢ dispari

da cui si ha

+oo (—l)k B z

= 2k+1 4
cioe

oty
3 4

Esercizio 5. Sviluppare in serie di Fourier

prolungata a una funzione 2-periodica su R.




Svolgimento. Si noti che f & pari quindi b, = 0 per ogni n € N. Poiché il periodo non & 27 ma T = 2,

uso le formule T 1
2 2
an = T/o f(x) cos (;Tﬁx> dz = /_1 a? cos(mnx) dz.

1
2
aoz/_ldex:§

5 sin(wnx)} oyt
0

Quindi:

1
ap, = 2/ x? cos(mnzx) dz = 2 {x — — [ zsin(mnz)dx
0

™ ™ Jo

ot [x—ws(m]: s [ costrnayan = L850 — aye

™ m2n2 m2n2
Dunque

Feo b e SN cosrna)
3 P 7‘[‘2n2 COS(TnhxT).

Esercizio 6. Determinare i coefficienti di Fourier della funzione
x
f(z) = cos (5) x €10, 27|
prolungata per periodicita (di periodo 27) ad R. Dedurre la somma della serie numerica

2 e

n=1

Svolgimento. Poiché la funzione e dispari, si ha a,, = 0 per ogni n. Invece si ha

by, = L f(x)sin(nz) da = 2 /OTr cos (g) sin(nz) dz

T J)_ 0

= 71T/07r [sin (nx—k g) + sin (mc— g)} dz
/07r {sin ((2n—;—1)x> 4 sin ((2n ; 1)x>} du

[_2112—1- 1°% ((2n;1)$> N 2n2— 1% <<2n; l)w)]:

2 2 ]__ &
2n+1  2n—1] 7w(4n2—1)

3

SR

Quindi la serie di Fourier associata e
i 8n in(nz)
————sin(nz).
2 _
— m(dn® — 1)
Applicando l'identita di Parseval otteniamo
2

1 /2“ ) (x) de = 8 Nt n
- COS - xr = —F T 5
T Jo 2 w2 (4n2 —1)2

n=1



Essendo ) 5
T ™ 1 -

/ o2 (E) dx:/ ltcosz . _

0 2 0 2

2

si ha
i o
L (4n?—1)2 64

Esercizio 7. Sviluppare in serie di Fourier

f(@) =lz[ =7  per |z <,

estesa per periodicita a tutto R.

Svolgimento. Poichéf e pari, b, = 0 per ogni n. Invece

a0:1/ﬂ(|x|—7r)d:r:2/Oﬂ(x—7r)dw:72r [@_ﬁ]”:_ﬁ

™ J_x ™ 0
Sen>1
I 2 [T
ay, = 7/ (|| — 7) cos(nz) da = 7/ (x — m) cos(nzx) dz
T™J)_x ™ Jo
_2 (- ) sin(nz)]” 2 /” sin(nx) d
s n 0 ™ Jo n
2 [ cos(nx)]”
= —— — = — - 1
- [ 3 ]0 — (cos(nm) — 1)
da cui
{0 se n & pari,
Qp = 4 N .
——= sen ¢ dispari.
Dunque la serie di Fourier di f &
r X T X 4
—3 + kzzoazkﬂ cos((2k + 1)z) = 5 ;; Tk 1)2 cos((2k + 1))

Abbiamo che la serie di Fourier converge uniformemente a f su R perchéf eC' a tratti su R. Ma si pud

vedere che

1. la serie converge totalmente essendo

4 4 = 4
— = Jeos((2k+1)z)| € ——— .
Ty e U L ey E kz:o Tk ST

2. la serie converge uniformemente ad una funzione g, ed in particolare vi converge in media quadratica;

3. ma la serie di Fourier converge in media quadratica a f: dunque f = g, e la serie converge uniforme-
mente a f.

Esercizio 8. Sviluppare in serie di Fourier la funzione
flx) =¢€", x € [-m, ),

estesa con periodicita a tutto R.




Svolgimento. Siha
1" T_e ™ 2
a():f/ e”dmzizfsinhﬂ.

T ) . ™ b

. [, .

epern>1sihaa, =— e” cos(nz) dz. Abbiamo che
L

s s

e” sin(nz) dz = [e” cos(nx)]” _ + n[e” sin(nx)]" _ —n? / e” cos(nz) da

/Tr e” cos(nz) dz = [e” cos(nx)|™ _ + n/

da cui
(n® + 1)/ e” cos(nz) dz = [¢” cos(nz)]” . = e cos(nm) — e " cos(—nm) = 2(—1)" sinh 7
¢ 1 (" 2(—-1)"
ap, = 7/ e’ cos(nx) dx = 260" sinh 7.
T m(n?+1)
Similmente
b — —2(—1)"nsinh
" w241
Esercizio 9. Sviluppare in serie di Fourier
f(x) = (COSI)+7 T e [777771-)5

prolungata a una funzione 27-periodica su R.

Svolgimento. Siccome f & pari, si ha b, = 0 per ogni n € N. D’altra parte, si ha

T /2
ag = l/ (cos(x)) T dx = ! / cos(z)dx = g,
T

T™J)_n T J_x/2
1 T 1 /2 1 /2 1 2 1
a; = f/ (cos(z)) ™ cos(z) dx = f/ cos?(z) dx = f/ 1 cos(2z) de = -
T J_x T J_n/2 T J—n/2 2 2
epern>2
1 T 1 /2 1 /2
an = 7/ (cos(x))* cos(nz) dr = 7/ cos(z) cos(nz) de = — [cos((n + 1)x) + cos((n — 1)x)] dx
L — ™ —m/2 2 —m/2
_ 1 [sin((n+1)z) n sin((n — 1)x) /2
o n+1 n—1 —7/2
_ 1 1 . (n+1 N 1 . (n—-1
il e Tl s (5w

e Quindi: se n ¢ dispari, si ha a, = 0; se n = 2k & pari, si ha

sm(”;lw)_(_mk e sin(n21ﬂ')——(—1)k

g s ML e ] 2 (CDF
ana%w[%—i—l( V=gt 1)} Tk -1

per cui

e Dunque la serie di Fourier associata ¢

11 2 = (—1)k
§+§cosx—;kz_:l4k2_lcos(2kx).




Esercizio 10. Sia f la funzione 27-periodica definita da
f(z) =sin(52?), z € [-m, 7]
dire se le seguenti affermazioni sono vere o false:
1. la sua serie di Fourier converge in media quadratica in [—m,7];
2. la sua serie di Fourier converge uniformemente in R;

3. 1 coefficienti b,, sono tutti nulli.

Svolgimento.
1. Vero: f & continua su R ed f & di classe C' a tratti su R.
2. Vero: la funzione & infatti pari.

3. Vero: poiché f & a quadrato sommabile.

Esercizio 11. Data

f() = {cosx se 2] < §

1 se 5 <|z| <

si consideri la sua estensione 2m-periodica a R. Dire se le seguenti affermazioni sono vere o false:

1. la sua serie di Fourier converge puntualmente a f(z) su [—, 7];

2. la sua serie di Fourier converge uniformemente su R;

3. la sua serie di Fourier converge uniformemente a f su [%w, %W];
4. si ha by = 2;
5. si ha a; = T=2;
. 1 o2 !
6. si ha
E £
. 2 2
lim Jo(x)de = f2(x) dx;
n—+0o0 [ k4
4
Svolgimento.

1. Falso. La serie converge alla funzione 27-periodica

cosw se |r| < §
glz) =141 se 5 <|z|]<m
% se v = =5 + 2km.

Infatti, f & continua a tratti: continua su (—g, %), continua su (—7r, —g) e su (3

29
punti di salto. In x = 7 si ha

ﬂ'),e—

FOER)+f(E-) _ 1+lim, .- cos(xz) 1

2 - 2 T2

e idem in x = —F (f ¢ pari).

s
2

e

s
2

sono

2. Falso. Il limite puntuale g & discontinuo mentre i polinomi trigonometrici approssimanti sono funzioni

continue, dunque non si puo avere convergenza puntuale.



Vero. Per periodicita, l'intervallo [?ZTQTF, %ﬂ'] ¢ equivalente all'intervallo [—7, 7] che cade nella zona

dove f & C''. Dunque si ha convergenza uniforme a f.

Falso: f ¢ pari, allora b, =0Vn € N.

Vero. Si ha
1 ™ 2 T 2 7T/2 9 2 s
ay = — f(@)cos(z)dax = — f(@)cos(x)dax = — cos”(x)dx + — cos(z) dzx
T™J-m ™ Jo ™ Jo T Jr/2
2 (™21 4 cos(2z) 2 o 12
:;/0 —g et kg, =g -2
Vero perché si ha convergenza in media quadratica su tutto [0, 27]. Anche senza convergenza uniforme

su [F, %w], passo al limite sotto il segno di integrale.

Esercizio 12. Data

x O<zr<m

@) = {—;mr —r<x<0

si consideri la sua estensione 27m-periodica a R. Dire se le seguenti affermazioni sono vere o false:

1.
2.

la sua serie di Fourier converge uniformemente a f su R

la sua serie di Fourier converge a 0 per x = 31m

il coefficiente ag vale %7‘(2.

. Vero: f & continua su R ed & C! a tratti.

Falso: per periodicita si ha

f31m) = f(m) = °.

Vero: si ha
1 [7 1 /0 1 /7 221° 12377 72 =2 5
- — d - — - d - 2d = — | — —_ | — = — 7:72.
ao 7Tﬁﬁf(a:)ur: /4( ) x+7r/0x x {2}W+W[3]o gt 3 ="



