Teorema della divergenza — Richiami di teoria
Operatori divergenza e di Laplace

Q C R™ un insieme aperto, x= (x1,T2,...,2n) € Q.

Divergenza Consideriamo un campo vettoriale

F:QCR"—R" differenziabile in

(cioe F = (Fy,...,F,) e per ogni « = 1,...,n le funzioni
F; : Q2 — R sono differenziabili in ogni punto di €2).

L'operatore divergenza di 1_5 e definito da

OF; 0Fy OF> OFy,
= — — e Q
() = S @H 2@ A 6), re R

divE (z) =
i=1
cioé & la traccia (cioeé la somma degli elementi della diagonale
—
principale) della matrice jacobiana JF'(z).

Notare che |'operatore divergenza fa passare

da un campo vettoriale F T QCR*—>R"

. _
a un campo scalare divF : Q2 — R.

Laplaciano Consideriamo un campo scalare

f:QCR'">R feC?Q).

L'operatore Laplaciano di f e definito da

Af@) =dv(TH @) =Y L@
=1 ¢
82 f 82 f 82 f
8—:15%( )+3—asg(x)++8—:1:%(x)’ x € 2,



cioe e la traccia della matrice hessiana Hf(x).
Data f = f(x,y) € C?(Q2), sia
f=F(p,®) = f(pcos(¥), psin(v))

la funzione corrispondente a f in coordinate polari. L'operatore
corrispondente al Laplaciano in coordinate polari &
02f 10f 1 9%f

A ANf="2L 42 4 - ~7
fo— Af ap2+p8p+pQ(%12



Regolarita di insiemi aperti

Un aperto Q C R” si dice di classe C! se soddisfa le seguenti con-
dizioni

e (2 e limitato

e OS2 si rappresenta localmente come grafico di una funzione di
classe C!, ciog
VeedQ 3IB(z) 3If:TcCcR"! SR,
T insieme aperto e f € C}(T), tali che
B, (z) N o
= graf(f)
= {(z1,22,...,2n) ER" : (z1,...,2n-1) €T, T = f(x1,...,Tn-1)}.

Analogamente si da’ la definizione di aperto di classe C*, k> 1.



Versore normale esterno
Sia
Q CcR® un aperto di classe C!,

Allora per ogni z € 92 € ben definito il versore (di R™) normale a
02 in z, diretto verso I'esterno di €2, che denotiamo come

v(x) versore normale esterno in x.

Chiamiamo normale esterna il campo vettoriale v : 92 — R", che &
di classe C° su 9%2.

Esempi:

e se n=2, QCR? quindi

92 & una curva regolare (di classe C!)
allora v(x) € il versore normale alla curva in z,
diretto verso |'esterno di 2

e se n=23, QCR3 quindi

9 & una superficie regolare di R3
e v(x) € il versore normale alla superficie in z,
diretto verso l'esterno di 2



Superficie e integrali di superficie

Sia $ una superficie regolare di R3 data in forma cartesiana, cioe $
¢ il grafico di una funzione f: T C R? — R classe C!:

8={(w,y,z)€R3: z= f(x,y), (:I:,y)GT}.

Allora

e perogni P= (x,y,2z) = (z,y, f(z,y)) € S il versore normale a
S nel punto P &

v(P) = v(z,y, f(z,y))

1 0 0
= (—8—f($,y),—a—f($,y),l)
of 2 |of 2 * Y
1+ \— 29| + \—@c,y)
ox oy
e data una funzione
g:3—R limitata su §,

9=9g(z,y,2)
I'integrale di superficie di g su S &

ffoe
S

— ﬁx ’ ﬁx ’ X
—//Tg(x,y,f(fc,y)) \/l-l- (ax( ,y)) + (ay( ,y)) dzdy
ove

ds = \/1 + (%(:ﬂ,y))2 + (g—i(w,y))Qdmdy

e |I'elemento infinitesimo di area della superficie.




e Sia
3 ; 1
F :8— R> diclasse C-.

Il flusso di T?) attraverso § e

//?-udS
8

con - il prodotto scalare. Quindi usando la rappresentazione

gQ

2
cartesiana della superficie (e osservando che la quantita \/1 + % + By

si elide) si ha la formula per il flusso di una campo vettoriale
attraverso una superficie cartesiana

H
//F-I/dS
)

~ of of
= F(x,y, f(x, | ——(z,y),—(x,y),1 ) dxd
/T 9.0 @)) - (=5 (@), ~5- (@), 1) dady



Il teorema della divergenza (o teorema di Gauss)

e San=2o0n=3
e sia Q C R™ un aperto di classe C!

e Sia
F :Q —R" un campo vettoriale con
F e COQ) ncl()
cioe F & continuo sulla chiusura $2 di © e di classe C! in Q

sia v : 02 — R™ |la normale esterna al bordo 9X2.

— —
// divF dx=/ F -vdSs.
Q l9)

Riduzione dimensionale:
Si passa da un integrale in R" (n = 2,3)
a un integrale in R* 11

Allora

e Sen = 2, Si passa da un integrale doppio a un integrale curvilineo:

notare che
v € il versore normale (esterno) alla curva 92
H ~ 7 . . . . .
F -vdS e l'integrale curvilineo di prima specie
o0

ﬁ
del campo scalare ¢ = F' - v lungo la curva 02

e sen = 3, si passa da un integrale triplo a un integrale superficiale:

notare che
v e il versore normale (esterno) alla superficie 92

// 1_5 -vdS e il flusso di ? attraverso la superficie 02
o0



Formula di integrazione per parti

e La riduzione dimensionale & caratteristica di tutte le formule di
integrazione per parti: nel caso

f,g9:(a,b) CR—R diclasse C! su (a,b)

Si passa da integrali 1-dimensionali a “integrali O-dimensionali”

b b
/ f’(w)g(aﬁ)dm:—/ f(@)g'(x) dz + [f(2)g(2)],

e Dal teorema della divergenza si ricava la seguente

Formula di integrazione per parti.
e San=20n=3e QCR"un aperto di classe C!

e Siano

u:Q — R un campo scalare con wu e C°(Q2)NCH(N)
T :Q—R"™ un campo vettoriale con v € C°(Q2)NCH(N)

Allora

/ v (z) - Vu(z) de = — / u(z) div(w (z)) de + / uv - v dSs.
Q Q

o

Si dimostra applicando il teorema della divergenza al campo
H - . -
F = uv e osservando che vale la formula di Leibniz

div(uv) = Vu- v + udiv(?)



Altre formule di integrazione per parti

e Da
/ v (z) - Vu(z)dr = — / u(z) div(v (z)) de + / uv - v dS.
Q Q o
Si ricavano

e formula di integrazione per parti rispetto alla derivata parziale
i-esima: dati
u,w:Q—R campi scalare con wu, we C°(Q)NCHQ)
Si ha perognit=1,...,n

/8uwdx=—/uawdx—l—/ uwy; dS.
ani 9 ox; 50

... Si dimostra applicando la formula di integrazione per parti
al campo scalare u e al campo vettoriale v = we;, con e;
I'--esimo versore della base canonica di R

e formula di integrazione per parti per I'operatore di Laplace:
dati
u, w: Q2 —R campi scalari con u e C%(Q)NCHR)
we CHQ) NC3(Q)

/qude/Vu-dew—l—/ uVw - -vdS.
Q Q o0

... Si dimostra applicando la formula di integrazione per parti
al campo scalare u e al campo vettoriale ¥ = Vw, che ha la
regolarita giusta essendo w € C1(Q2) N C3(Q).

Si noti che il termine

si ha

0
VYw - -v viene detto derivata normale di w e denotato come —w.
1%

Allora la formula diventa

/Vu-dexZ—/qud:c—l—/ W2Y gs.
Q Q ao OV



