Equazioni differenziali
Richiami di teoria

Problema di Cauchy. Dati:

e /] C R intervallo, limitato o no,
e J CR,
o f:IXxY—>R

Dati tg € I, yo € Y si ha il problema di Cauchy
y'(t) = f(t,y(t))
y(to) = Yo

con y definita e derivabile in un opportuno in-
torno I(tg) C I di tg.

Problemi:

e condizioni sufficienti su f in modo che esista
(e sia unica) una soluzione y : I(tg) — R;

e determinare “quanto & grande” I(tg)



Teorema di esistenza e unicita locale

Sia A=1xY. Se

e f:A— R & continuasu A (1)

of . A— R & derivabile risp. aysu A
of
Ay
allora per ogni (tg,ypg) € A

(2)

A — R & continua su A

36 >0 3w : [to — 6,9+ 8] — R di classe C1
soluz. del problema di Cauchy

Osservazioni:

e La (2) pud essere indebolita: sufficiente che

3L >0 : |[f(t,y1) — f(t,y2)| < Lly1 — yo|

V(t,y1), (t,y2) € A.

cioe y — f(t,y) ha rapporto increment. limi-
tato

e unicita: ogni altra soluz. su [tg — 9d,tg + 9]
coincide con u.



e Inoltre se v : [tg — §,tg + 8] — R risolve

y'(t) = f(t,y(t))
y(to) = y1
I grafici di v e di v NON si intersecano mai:
u(t) <wv(t) Vte [tg—4,tog+ 9],
oppure
u(t) >v(t) VitéeE [tg—d,to+ 6]
Infatti, se esistesse t € [tg — d,tg + 6] con
u(t) =v(t) =y,
il prob. di Cauchy
y'(t) = f(t,y(t))
y(t) =y

avrebbe DUE soluzioni localilll

e nelle ipotesi del teorema di esistenza e unicita
locale, si pud prolungare la soluzione, definendo
|"intervallo massimale di esistenza

(TminaTmax)7
Tmax = sup{T : soluz. esiste in [tg,T]}
Tmin = inf{T : soluz. esiste in [T, tp]}



Teorema di esistenza globale

Sia
Y=R e quindi A=1 xR.
Se valgono
e le ipot. del teor. di esistenza e unicita locale,
e ¢ inoltre

k1, kp > 0 : |f(t7y)| §k1+k2|y| Vit el, (3)

allora per ogni (tg,yg) € A la soluzione del cor-
rispondente problema di Cauchy é definita su
tutto I.

(Osservazione:

e sufficiente che la (3) valga lungo la soluzione:
se u € soluzione locale su (Tmin, ITmax) €

k1, ko >0 @ | f(t,u(t))] < k1 + ko|u(t)| Vit € (Tmin, Tmax);
allora

(Tmin; Tmax) = 1.



